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Abstract

Lista em constante atualizagao.
1. Fungoes vetoriais de varidvel real;
2. Limites, continuidade, derivadas, integragao e comprimento de arco para curvas paramétricas;

3. Curvatura, torsdo de curvas em R3.

1 Exercicios

Faca do livro texto, os exercicios correspondentes aos temas desenvolvidos em aula.

2 Exercicios adicionais

2.1 Funcoes vetoriais de variavel real
1. Encontre o dominio de o () = (In(t + 1), V2 + 2t — 8). Rpta: Dominio [2, cc).

2. Encontre o dominio de o’ (t) = (12, (t+ 2)-3/2, ). Rpta: Dominio (—2,00) \ {4}.

3. Mostre que a trajétoria de @ (t) = ti + 27, t € R é uma pardbola.
4. Descreva a trajétoria de @ (t) = (3cos(t), 3sin(t),t), t € R. Rpta: Hélice.

5. Descreva a trajetéria de o (t) = (tcos(t),tsin(t),t), t € R. Rpta: A trajetéria estd contida num cone
circular.

6. Descreva a trajetéria de o (t) = (t,t,sin(t)), t € R.

7. Uma particula encontra-se no primeiro quadrante de R?. A particula move-se de forma que a distancia &
origem é igual a inclinacao t da reta que une a origem e a posicao da particula. Encontre uma parametrizacao

: . A L) — t t?
do movimento da particula usando ¢ como parametro. Rpta: & (t) = (m, m), t>0.

8. Defina uma funcao vetorial em R? com dominio [—2, 2] cuja trajetéria é o tridngulo de vértices A = (3,2, —1),
B=(2,0,1)eC=(1,-2,1).

2.2 Limites, continuidade, derivadas e integracao

1. Calcule, se existe, os seguintes limites

(a) limy3 @ (t) onde @ (t) = (£52=3 L5LE6) - Rita: (4,1).
(b) limyo @ (t) onde & (t) = (24H, L 1), Rpta: (0,0,1).
(c) limyyo @ (t) onde o (t) = (STt sindt tandty  pyrq: (7,5/3,3/2).

(d) limy_,o @ (t) onde & () = (Int, V1 + £2, 2ty). Rpta: Néo existe.
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2.3

. Seja a > 0. Considere a intersecio da esfera 22 + y? + 22 = 4a? com o cilindro (z — a)? + y? = a%.

. Seja C uma curva parametrizada por ﬁ(t) = (1 — 2t,t2,2¢?~2). Encontre a equacdo da reta tangente a C

no ponto onde 3’(75) é paralelo a a( ). Rpta: r:(—1,1,2) +t(-1,1,2); t € R.

. Sejam as curvas parametrizadas por o () = (ef, e, 1—e ) e ﬁ(t) = (1—t,cost,sint). Encontre a intersecao

das trajétorias das curvas e o angulo da intersegao. Rpta: Intersegdo P = (1,1,0); Angulo 0 = 7 /2.

Suponha que || (t)|| é constante para todo ¢ € R. Verifique que @ (t) - &'(t) = 0

. Encontre os pontos em que a curva ﬁ(t) = (t? —1,t2 +1,3t) corta o plano P : 3z — 2y — z + 7 = 0. Rpta:

P=(3,56)eQ=(0,23)

— —
. Calcule o produto interno de @ e b onde @ = (2,—4,1)e b = fol (te!, tsinh 2t, 2te~2)dt. Rpta: O.

%
Considere @ (t) = @ cos(wt) + b sin(wt), com t € R. Verifique que

d2a (t)
dt?

+w¥a(t) = f

IR
(a) 7®xdﬁﬂ:w7x? ¢ (b

. Em R3 considere ﬁ(t) uma curva derivavel com derivada continua, nao nula. Mostre que

(a) @ (t) tem norma constante se, e somente se o (t) - @’(t) = 0.

a
(b) @(t) tem direcdo constante se, e somente se @ (t) x a’(t) = 0.

. Encontre uma equacao paramétrica da curva C definida por a intersecao da superficie z = /4 — 22 —y2 e

x? +y? = 2y. Expresse o comprimento de arco dessa curva como uma integral.

Rpta: o (t) = (£V2t — 2,t,4/4 — 2t)0, t € [0,2] e comprimento de arco S = f02 L dt.

Uma particula se encontra no plano XY seguindo as equacoes z(t) = e~ cos 3t e y(t) = e 2! sin 3. Encontre
o comprimento de arco desde o ponto t = 0 até o ponto t = m. Rpta: S = /132(1 — e~ 27).

Considere a curva C: @ (t) = (e cost, e' sint, e?), t > 0. Reparametrize a curva C por comprimento de arco.

Rpta: F(s) = d(t(s)) = (\f‘*'s cosIn ‘[+S ‘[+S sin In ‘f“ \/§;+5)7 >0

Vetor tangente, normal, binormal, curvatura, torgao, etc ...

. Uma particula realiza um movimento descrito pela curva paramétrica @ (t) = (cost, St sint)

(a) Encontre os vetores tangentes, normal e binormal em ¢ = 7 /4.

Rpta: ?(t) (—sint, C\O/%t, C\‘ﬁt) ﬁ(t) = (— cost, —%, —L\}g) e E(t) = (0, —%, %)

(b) Calcule o plano osculador, retificante e normal para a curva @ (t) no ponto t = /4.

2

(a) Verifique que o (t) = (a(1 4 cost), asint, 2asin(t/2)) estd contido nessa intersecio.

(b) Calcule o vetor tangente ?(t) e a curvatura s(t).

Rpta: T (1) = /et Femooentlth o n(e) = TSR

. Encontre a reta tangente, o plano normal e o plano osculador da curva paramétrica ﬁ(t) = (e cost, el sint, \/§et)

no ponto t = 0.

Rpta: retatangente: x—1 =y = Z}f; plano normal: z+y++/3z = 4; plano osculador: v/3z+v/3y+v/3 = 2z.

Encontre o vetor tangente, o plano normal, o plano osculador e o plano retificante da curva paramétrica
@ (t) = (t2+1,8t,t2 — 3) no ponto ¢ = 1.

Rpta: ?(1) 7(1 4,1); plano normal: z + 4y + z = 32; plano retificante: 2z — y + 22 = —8 e plano
oscilador: x — z = 4.
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. Seja C uma curva em R3, descrito por @ (¢), (t > 0). Se || @’ (t)|| = - g’(t) = 1o (-1,-1,

. Seja C uma curva paramétrica definida como ﬁ(t) =(1- %, 1 — 2t2,t). Encontre a equacdo do plano

osculador paralelo ao plano x + 2 = 0. no ponto t = 1.

Rpta: Plano: z = 1.

. Se ﬁ(t) = (t —sint, 1 — cost,t), encontre a equagao do plano osculador em _>(O).

Rpta: Plano: z = 0.

Considere o/ (t) = (2v/at,1 — cost,1) com a > 0. Encontre o ponto onde o raio de curvatura atinge seu
minimo e fornega tal valor.

Rpta: Raio de curvatura p(t) = %t?’/z(% +1)3/2,

0

. Seja C uma curva no plano XY, descrito em coordenadas polares r = e”. Calcule o circulo osculador,

indicando o centro e o raio, quando o vetor normal é paralelo a (—1,1).
Rpta: Raio= /2 e centro= (0, 1).

t+1° (1+t)2 17\/_2%)7 (t > O)

e a torgao 7(t) é positiva. Calcule a torgao.
Rpta: 7(t) = V2t

O pulo de uma ré é descrita por @ (t) = (2, |t|). Calcule o distancia percorrida pela ra no intervalo ¢t € [—1, 1].

Também calcule a curvatura no ponto (1/2,1/22).
Rpta: Distancia: v/5 + In(v/5 4 2) e Curvatura: 2v/5/15.



